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На основе модели (трехмерного (3D) обобщенного уравнения Кадомцева–Петвиашвили) для маг-
нитного поля  изучается формирование, устойчивость и динамика 3D солитоноподобных
структур типа пучков быстрых магнитозвуковых (БМЗ) волн, формирующихся в ионосферной и
магнитосферной плазме на низкочастотной ветви колебаний в случаях, когда  и
 Рассмотрение ведется с учетом высшей дисперсионной поправки, определяемой значениями
плазменных параметров и угла  которая играет определяющую роль при распространении
пучка БМЗ под углами к магнитному полю, близкими к π/2. При изучении устойчивости неодно-
мерных решений используется метод исследования ограниченности гамильтониана при его дефор-
мациях на основе решения соответствующей вариационной задачи. При изучении эволюции и ди-
намики 3D БМЗ волнового пучка уравнения интегрировались численно с использованием специ-
ально разработанных методов. Полученные результаты могут быть интерпретированы в терминах
явления самофокусировки, как формирование стационарного пучка, рассеяние и самофокусиров-
ка уединенного пучка БМЗ волн. Для всех этих случаев детально следовались все стадии эволюции
3D пучков БМЗ волн в ионосферной и магнитосферной плазме.
DOI: 10.7868/S0016794016060043
1. ВВЕДЕНИЕ. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
В настоящей работе изучается формирование,
структура, устойчивость и динамика неодномер-
ных (двумерных − 2D и трехмерных − 3D) соли-
тоноподобных структур, формирующихся на
низкочастотной ветви колебаний в ионосферной
и магнитосферной плазме для случаев, когда
 и  Такие процессы описы-
ваются уравнением [Belashov, 2014]
(1)
которое отвечает закону дисперсии в предельном
случае длинных волн [Карпман, 1973]:
(  =  и  =  − соот-
ветственно электронная и ионная плазменные
частоты,  − альвеновская ско-
рость, M – масса иона, θ − угол между направле-
нием волнового вектора и магнитным полем В) и,
в зависимости от вида дифференциального опе-
ратора  будет описывать продольно и попереч-
но распространяющиеся по отношению к внеш-
нему магнитному полю волны. Случай, когда в
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дисперсионном соотношении реализуется ниж-
ний знак (альвеновская мода), был детально ис-
следован нами в работе [Belashov, 2015], здесь же
нас будет интересовать случай знака “плюс”, ко-
гда оператор  имеет вид:
(2)
и уравнение (1) представляет собой обобщенное
уравнение Кадомцева–Петвиашвили (КП) (урав-
нение класса БК – Белашова–Карпмана [Karp-
man, 1991; Belashov, 2005]), и в случае, когда
 при  =  (где  −
ионно-циклотронная частота),  описы-
вает распространение быстрых магнитозвуковых
(БМЗ) волн в замагниченной плазме при 
 вблизи конуса углов по отношению к
магнитному полю В (которое предполагается одно-
родным)  [Belashov, 1994]. В этом
случае функция u имеет смысл безразмерной ам-
плитуды магнитного поля волны,  ко-
эффициенты при членах, описывающих нели-
нейные, диссипативные и дисперсионные эф-
фекты, определяются параметрами плазмы и
углом 
Уравнения (1), (2) не могут быть проинтегри-
рованы аналитически. Поэтому для исследова-
ния устойчивости неодномерных решений мы бу-
дем использовать подход, развитый в [Белашов,
1991] и исследовать ограниченность гамильтони-
ана уравнений (1), (2) при его деформациях, со-
храняющих импульс системы, решая соответ-
ствующую вариационную задачу. При аналитиче-
ском исследовании данной системы мы также
будем выполнять асимптотический анализ неод-
номерных решений. Для изучения эволюции 3D
решений, включая распространение 3D пучка
БМЗ волн в замагниченной плазме, уравнения
интегрировались численно с использованием
специально разработанных методов и кодов, де-
тально описанных в работе [Belashov, 2005]. Ниже
эти задачи будут рассмотрены для системы урав-
нений (1), (2).
2. УСТОЙЧИВОСТЬ И АСИМПТОТИКИ 2D 
И 3D РЕШЕНИЙ
Задача устойчивости уединенных волновых
решений для моделей КП и БК остается до насто-
ящего времени весьма актуальной и широко об-
суждается в многочисленной литературе по тео-
рии солитонов (см., например, [Belashov, 2005;
Liu, 1997; Pava, 2009; Esfahani, 2011]. Что касается
бездиссипативного уравнения БК, она ранее уже
была решена аналитически [Белашов, 1991], и
здесь, при исследовании устойчивости решений
уравнений (1), (2) с ν = 0 мы будем следовать тех-
Aˆ
2 3
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нике, развитой в указанной выше работе, в кон-
тексте обсуждаемой здесь задачи. Выполним пре-
образование координат и перепишем уравне-
ния (1), (2) с ν = 0 в гамильтоновском виде:
(3)
где
(4)
   Стационарные
решения уравнения (3) определяются из вариа-
ционной задачи δ(H + Px) = 0 (  −
проекция импульса системы на ось x ,  имеет
смысл множителя Лагранжа), иллюстрирующей
тот факт, что все финитные решения уравнения (3)
есть стационарные точки гамильтониана (4) при
фиксированном Px. В соответствии с теоремой
Ляпунова, стационарные точки динамической
системы, реализующие максимум или минимум
гамильтониана, являются абсолютно устойчивы-
ми; если экстремум локальный, тогда возможны
локально устойчивые решения. Неустойчивые
состояния отвечают монотонной зависимости га-
мильтониана от его переменных, т.е. случаю, ко-
гда стационарная точка является седловой. Таким
образом, необходимо доказать ограниченность
гамильтониана (снизу) при фиксированном Px.
Рассмотрим в действительном векторном про-
странстве R масштабные трансформации [Бела-
шов, 2014]  →  (где d −
размерность задачи, а ), сохраняющие
проекцию импульса Px. Гамильтониан, как функ-
ция параметров  примет вид:
(5)
где  
  Необходимые усло-
вия наличия экстремума определяются системой
уравнений:   достаточные усло-
вия минимума гамильтониана есть система нера-
венств:
Решая совместно эти уравнения и неравенства,
имеем следующие результаты (см. рис. 1). В 3D
случае (d = 3 в уравнениях) получаем, что при
  имеют место абсолютно устойчивые
3D решения, а при  могут наблюдаться
локально устойчивые решения, когда выполняет-
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ся условие  на интегральные ко-
эффициенты гамильтониана (5). Таким образом
мы легко доказали возможность существования в
модели БК абсолютно и локально устойчивых ре-
шений и нашли условия устойчивости для 3D со-
литонных решений. Интересно отметить, что
уравнение БК, учитывающее, в отличие от обыч-
ного уравнения КП, дисперсионную поправку
следующего порядка, имеет устойчивые 3D реше-
ния, чего в модели КП нет [Кузнецов, 1986]. Ис-
пользованный здесь подход в приложении к зада-
че распространения пучка БМЗ волн в замагни-
ченной плазме (см. следующий раздел) позволяет
нам доказать, например, что 3D пучок, распро-
страняющийся под углом θ к магнитному полю,
не фокусируется и становится стационарным и
устойчивым в конусе углов  ко-
гда выполняется условие [Белашов, 2014]
Анализ асимптотик возможных решений урав-
нений (1), (2) показывает, что при  и 
асимптотики решений в терминах 
определяются следующим образом:
(а) когда скорость волны, распространяющей-
ся вдоль оси x, V > 0 и  и когда V < 0, 
(соответственно верхний и нижний знаки):
(6)
(б) когда V < 0, 
(7)
где  и Θ произвольные постоянные,
 и 
Как можно видеть из выражений (6) и (7),
уравнения (1), (2) с ν = 0 в зависимости от знаков
V и  могут иметь солитонные решения 
как с монотонными, так и с осциллирующими
асимптотиками. Отметим также, что при  и
любых  решения будут иметь вид  +
+  и, следовательно, также
представляют собой солитоны с монотонными
асимптотиками [Karpman, 1991].
3. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭФФЕКТЫ 
ПРИ РАСПРОСТРАНЕНИИ БМЗ ВОЛН 
В ЗАМАГНИЧЕННОЙ ПЛАЗМЕ
Напомним, что в замагнитченной плазме при
 в области частот  =
2 4 9 512ab e c <
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24 1nT Bβ ≡ π ! Biω < ω
=  могут распространяться БМЗ волны, а в
уравнениях (1)–(5), с физической точки зрения,
функция u есть безразмерная амплитуда магнит-
ного поля волны:  Соотношение дис-
персии при   и  будет
иметь вид
(8)
где  − поперечная (по отношению к направле-
нию распространения волны) компонента волно-
вого вектора,  − x-компонента ионной скоро-
сти, D − длина дисперсии, а θ − угол между ком-
понентой волнового вектора  и внешним
магнитным полем B. Напомним также, что тер-
мин “слабая дисперсия” означает, что основным
нелинейным процессом является трехволновое
взаимодействие волн малой амплитуды; условие
слабой нелинейности определяет малый угол
между взаимодействующими волнами. При до-
статочно высокой ионной температуре, 
длина дисперсии в (8) определяется выражением
[Belashov, 1994]
(9)
eB Mc
~ .h B B=
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Рис. 1. Изменение of H(ζ, η) при d = 3 для различных
значений интегральных коэффициентов вдоль линий
 при: (1) a = 1.0, b = 1.0, c = 1.0, e = 0.025;
(2) a = 1.0, b = 1.0, c = 1.0, e = 0.017; (3) a = −0.5, b = 1.0,
c = 0.5, e = 0.02; (4) a = −0.5, b = 1.0, c = 0.5, e = −0.02;
(5) a = 1.0, b = 1.0, c = 0.5, e = −0.02.
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где  − ионный ларморовский радиус.
При таком типе процесса плазма квазинейтраль-
на, поскольку  Из (9)
можно видеть, что дисперсия положительна (фа-
зовая скорость растет с ростом |k|) за исключени-
ем областей углов вблизи θ = 0 и θ = π/2. Для
близкого к поперечному по отношению к магнит-
ному полю B распространения, когда  ≤
≤  дисперсия отрицательна и определяет-
ся эффектами, связанными с конечностью  Из-
вестно, что для описания распространения БМЗ
волны малой амплитуды с узким угловым распре-
делением может быть использовано уравнение
КП [(1), (2) при ] [Манин, 1983]. При
этом, для таких углов, когда дисперсия для малых
|k| положительна (при достаточно высокой темпе-
ратуре ионов), 3D волновой пакет БМЗ в плазме с
 не формирует устойчивых стационар-
ных решений и расплывается для углов  <
<  или коллапсирует вне этого конуса
[Кузнецов, 1986] (заметим здесь, что иногда, в
другой терминологии, подобное явление опреде-
ляется, как “самосжатие” волн [Tsytovich, 1995]).
В последнем случае, когда достаточно интенсив-
ный пучок БМЗ волн ограничен в -направле-
нии, может наблюдаться явление самофокуси-
ровки [Belashov, 2005]. Впервые такая задача была
решена в работе [Манин, 1983] путем усреднения
исходных уравнений и последующего численного
их решения. Однако, соотношение (9) уже не бу-
дет справедливым для углов  где
имеет место интенсивная перестройка механизма
дисперсии колебаний. При  дисперсия
может быть определена для любого угла θ из гид-
родинамических уравнений, и структура БМЗ
волны в этом случае будет зависеть от знака дис-
персионного коэффициента
который определяется углом θ, а именно: для
близкого к поперечному распространения дис-
персия отрицательна, если  ≤  и
она положительна для всех остальных углов. При
этом уравнение КП также может быть использо-
вано, и для достаточно интенсивного пучка БМЗ
волн, ограниченного в -направлении, можно
ожидать самофокусировки пучка, распространя-
ющегося под такими углами θ к магнитному полю
такими, где дисперсия положительна [Захаров,
2012].
В обоих случаях,  и  необхо-
димо учитывать, что вблизи конуса углов, где дис-
i Ti Biρ = ωv
1 22(4 ) .pi in e Mω ω = π!
2π − θ
( )1 24 ,β
.iρ
2 0ν = γ =
m Mβ >
2π − θ
( )1 2m M
⊥k
( )1 2 ,pikcθ < ω
m Mβ <
( )22 21 2( ) ctg ,2A A pic mD Mγ = − χ θ = − θωv v
2π − θ ( )1 2 ,m M
⊥k
m Mβ > ,m Mβ <
персия меняет знак,  Разумеется, это вовсе
не означает, что в этой области дисперсия исчеза-
ет, просто здесь описание, основанное модели
уравнения КП в его стандартном виде, становит-
ся не верным. Вблизи конуса  ≤ 
где  при  результаты [Манин,
1983] нуждаются в уточнении, а то и пересмотре.
Например, соотношение (8) должно быть допол-
нено дисперсионным членом следующего поряд-
ка, который здесь будет играть важную роль [Belas-
hov, 2005]. Аналогичная ситуация имеет место при
 вблизи конуса углов 
В обоих случаях соотношение дисперсии прини-
мает вид  + 
Дисперсионная поправка следующего порядка
может быть получена из разложения полного дис-
персионного уравнения в ряд Тэйлора по k [Belas-
hov, 2005]. В случае  рассматриваемом
детально ниже, имеем:
Таким образом, характер дисперсии становится
существенно более сложным и определяется уже
соотношением знаков коэффициентов  и 
(см. рис. 2). При   имеет место отри-
цательная дисперсия (область B на рис. 2), тогда
как при  (область A) и  (область C) −
“смешаная” дисперсия (знак дисперсии различен
для малых и больших k). В этом случае распро-
странение БМЗ волн малой амплитуды с узким
угловым распределением будет уже описываться
уравнением БК [Karpman, 1991], которое для без-
диссипативного случая имеет вид [Belashov, 2014;
Белашов, 2014]:
(10)
где  Здесь нелинейный член
 является следствием ренормализации ско-
рости звука и отражает малую вероятность других
нелинейных процессов, обусловленных вектор-
ной нелинейностью. В отличие от уравнения КП,
3D решения уравнения (10) имеют более слож-
ную структуру и динамику, что определяется со-
отношением величин и знаков дисперсионных
коэффициентов  и  Так, мы установили, что в
случае  в отличие от случая 
рассмотренного в [Манин, 1983], 3D пучок БМЗ
волн, распространяющийся в плазме под углом θ
к внешнему магнитному полю, не самофокусиру-
ется и становится стационарным и устойчивым в
1 0.γ →
2π − θ ( )1 24 ,β
1 0γ → ,m Mβ >
m Mβ < ( )1 2arctg .M mθ =
A xkω ≈ v
2 21 2 xk⊥⎡ +⎣ k
1 2 4
0 1 2( ) .x xс k k
− ⎤
−γ + γ ⎦
,m Mβ <
( ) ( )24 2 4 22 4 3 ctg 4 ctg 1 ctg .8A pic mM⎡ ⎤γ = − θ − θ + θ⎢ ⎥ω ⎣ ⎦v
1γ 2γ
1 0,γ > 2 0γ <
1,2 0γ > 1,2 0γ <
( ) ( )3 51 2 2 ,x t x x x Ah h h h h h⊥∂ ∂ + α ∂ + γ ∂ + γ ∂ = − Δv
(3 2) sin .Aα = θv
xh hα ∂
1γ 2.γ
,m Mβ < ,m Mβ >
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конусе углов  когда выполня-
ется условие
т.е. когда  в (10). Данное заключение под-
тверждается нашими аналитическими (см. преды-
дущий раздел) и численными [Karpman, 1991] ре-
зультатами для 3D уединенных волновых структур,
распространяющихся в слабо диспергирующих
средах, где присутствие в уравнении БК высшей
дисперсионной поправки (в отличие от уравне-
ния КП) останавливает волновой коллапс на на-
чальной стадии развития самофокусировочной
неустойчивости. Этот результат принципиально
важен, поскольку до появления работ [Karpman,
1991; Белашов, 1991] ни аналитически, ни чис-
ленно не было обнаружено 3D устойчивых волно-
вых структур типа 3D солитонов. Именно учет
дисперсионных эффектов высшего порядка поз-
волил нам найти 3D устойчивые солитонные ре-
шения в модели уравнения БК, в отличие от ре-
зультатов для стандартной модели уравнения КП
[Захаров, 2012].
Для изучения динамики пучка БМЗ волн, име-
ющего узкое угловое распределение, нами реша-
лась граничная задача (в отличие от [Karpman,
1991], где рассматривалась задача Коши). При
этом мы численно интегрировали соответствую-
щее уравнение, поскольку точные аналитические
решения уравнения БК, даже для бездиссипатив-
ного случая, в настоящее время не известны.
Рассмотрим задачу моделирования динамики
пучка БМЗ волн в замагниченной плазме. Пусть
имеется 3D пучок БМЗ, распространяющийся в
плазме под углом θ к внешнему магнитному полю
вблизи конуса углов  Исполь-
зуя замены   
   и  из (10)
получим
(11)
где   Уравнение (11) опи-
сывает распространение пучка БМЗ волн вдоль
оси x от границы x = 0. Положим, что  +
+  а также  =  = 
что определяет граничное условие, как локализо-
ванный в плоскости (y, z) и периодический во
времени аксиально-симметричный пучок БМЗ
волн.
Уравнение (11) с граничным условием  инте-
грировалось численно. Серии проведенных чис-
ленных экспериментов по моделированию рас-
пространения пучка БМЗ для различных его ин-
( )1 2arctg ,M mθ <
( ) ( )2 12 4 2ctg ctg 1 ctg 4 3,mM −⎡ ⎤− θ θ + θ >⎣ ⎦
1,2 0γ >
( )1 2arctg .M mθ =
,x st→ − 1 2 ,y s y→ − κ 1 2 ,z s z→ − κ
,t sx→ (6 ) ,h h→ − α 1 42 ,s = γ 2,Aκ = v
( )3 56 ,t x t t th h h h h h⊥∂ ∂ + ∂ − ε∂ − λ∂ = Δ
1 2
1 2 ,
−
ε = γ γ 2sing .λ = γ
2
⊥ ρΔ = ∂
(1 ) ,ρρ ∂ 0h ( ),0,h t ρ 2cos( )exp( ),mt −ρ
0h
тенсивностей на границе x = 0,  и разных углов θ
(случаи A, B и C – см. выше) позволили получить
следующие результаты. В области A (отвечающей
 ), подобно результатам, полученным в
[Belashov, 2005] и [Белашов, 2014], для любых 
пространственная эволюция пучка БМЗ волн
приводит на начальной стадии к фокусировке
пучка, что определяется доминирующей ролью
нелинейных процессов на этом временном ин-
тервале. При этом, как и для обычного уравне-
ния КП, наблюдается (см. рис. 3, кривые 1 и 2)
сжатие пучка в поперечном ρ-направлении в
процессе его распространения вдоль оси x, так
что его поперечный характерный размер  ∼
∼  уменьшается с одновременным
быстрым ростом интенсивности пучка на его
оси с инкрементом  (где
 − энергия волны в единице объема),
которая слабо зависит от ε. Характеристические
размеры ручка, представляющего собой волно-
вой импульс, при этом, уменьшаются, его “кры-
лья” начинают отставать от его центральной ча-
сти, и развивается неустойчивость самофокуси-
ровочного типа (см. рис. 3, кривые 1, 2, и рис. 4).
Такой тип эволюции характеризуется также уве-
личением P и уменьшением (при не очень боль-
0h
1,λ = 0ε >
0h
( )l xρ
(0) (0) ( )l h h xρ
(1 2 )WΓ = ~ 2dW dt
2 4W h= π
Рис. 2. Характер дисперсии для БМЗ волн в зависи-
мости от угла θ и отношения m/M.
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ших ) гамильтониана H системы за счет нели-
нейного члена, который растет на этом отрезке эво-
люции более быстро, чем дисперсионные члены.
С дальнейшим ростом t, вследствие уменьше-
ния поперечного характеристического размера
волнового импульса lρ (см. рис. 3), член, пропор-
циональный пятой производной в уравнении (11),
начинает играть доминирующую роль (что четко
видно из анализа изменения интегральных чле-
нов, составляющих гамильтониан H). В результа-
те, “схлопывание” крыльев волнового импульса
позади основной его части не приводит к быстро-
му нарастанию интенсивности поля и формиро-
0ε >
ванию сингулярности в области главного макси-
мума, что имеет место в стандартной модели
уравнения КП с  [Belashov, 2005], и обра-
зуется кольцевая область повышенной концен-
трации поля (рис. 5). Дальнейшая эволюция та-
кой структуры приволит к формированию допол-
нительных максимумов на оси x позади импульса
(рис. 5). При этом сжатие волнового импульса
останавливается и начинается стадия его дефоку-
сировки (см. рис. 3, кривые 1 и 2). Эта стадия за-
канчивается формированием стационарного
волнового пучка, т.е. переходом в режим
 и  что соответствует
результатам, полученным в разделе 2. Роль члена,
пропорционального пятой производной в урав-
нении (11), наряду с описанной выше, состоит
также в появлении мелкомасштабных осцилля-
ций, формирующих регулярную осцилляторную
структуру хвоста (рис. 5).
В областях B и C (см. рис. 2), отвечающих λ = −1
и |ε| ≥ 0, звуковая волна рассеивается при ее рас-
пространении вдоль оси x при любой интенсив-
ности пучка h(0) на границе (см. кривые 3, 4 на
рис. 3) подобно тому, как это происходит в про-
цессе самовоздействия электромагниной волны в
средах, где производные  и  име-
ют разные знаки (например, это имеет место для
ионно-циклотронных волн, вистлеров и т.д.)
[Литвак, 1983].
На рисунке 3 можно также видеть, что при λ = 0,
когда (11) переходит в уравнение КП с отрица-
тельной дисперсией, решений в форме самофо-
кусирующегося пучка БМЗ волн нет. Поэтому
эффект самофокусировки не может наблюдаться
1 0γ κ >
max( ) consth x = ( ) const,l xρ =
2 2
xk∂ ω ∂ 2 2k⊥∂ ω ∂
Рис. 3. Изменение поперечного сечения волнового
пучка при его распространении в x-направлении:
(1) λ = 1, ε = 1.34; (2) λ = 1, ε = 2.24; (3) λ = −1, ε = 1.34;
(4) λ = −1, ε = −1.34; (5) λ = 0, ε = −1.34.
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Рис. 4. Решение в (x, ρ)-плоскости при λ = 1, ε = 0.89,
отвечающее стадии максимума амплитуды.
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Рис. 5. Решение в (x, ρ)-плоскости при λ = 1, ε = 0.89.
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в рассмотренной нами модели, когда λ = 0. Тесто-
вые численные эксперименты для модели (11) с
λ = 0 показали, что самофокусировка возможна
только при ε < 0 (рис. 3, кривая 5), т.е. когда пучок
БМЗ волн, описываемый этой моделью, не отве-
чает никакой реальной ситуации [Belashov, 2005].
Таким образом, результаты изучения явления
на основе модели уравнения БК (11) показывают,
что явление самофокусировки пучка БМЗ волн,
распространяющегося в плазме под углами к маг-
нитному полю вблизи конуса 
не может наблюдаться, в отличие от стандартной
модели уравнения КП, даже если дисперсия для
малых k положительна. В этом случае, однако,
наряду с рассеянием пучка, может наблюдаться
его нелинейное стационарное распространение.
Отметим также, что при   урав-
нения (10) и (11) должны быть дополнены членами,
пропорциональными смешанным производным,
поскольку в этом случае  и в дисперсион-
ном уравнении появляются члены, пропорцио-
нальные  где i, j = 1, 2, ….
В заключение заметим, что в реальных услови-
ях в плазме ионосферы и магнитосферы необхо-
димо учитывать также воздействие стохастиче-
ских флуктуаций волнового поля h(t, x, r⊥) на эво-
люцию волнового пучка, что должно быть учтено
в основных уравнениях. Так, соответственно,
уравнение (11) должно быть дополнено членом
типа η(t, x, ρ) и переписано в виде
(12)
В работе [Belashov, 1995] уравнение (12) при λ = 0
для случая низкочастотных флуктуаций, когда
η = η(t), было проинтегрировано аналитически.
Полученные при этом результаты могут быть лег-
ко распространены на (12) с η = η(t). Так, интер-
претация результатов [Belashov, 1995] в терминах
данной задачи позволяет заключить, что даже ма-
лые стохастические флуктуации волнового поля
будут приводить к затуханию волнового импульса
при его распространении, сопровождающемуся
трансформацией волны в осцилляторную струк-
туру. В случае η = η(t, x, ρ), однако, аналитиче-
ское изучение соответствующего процесса стано-
вится чрезвычайно сложным и в работе [Белашов,
2014] было выполнено численное интегрирова-
ние уравнения (12) со стохастическим членом,
являющимся функцией времени и простран-
ственных координат. На рисунке 6 показан при-
мер результатов численного моделирования эво-
люции пучка БМЗ волн в среде со стохастически-
ми флуктуациями волнового поля в форме
гауссова шума в модели (12) с η = η(t, x, ρ). Полу-
ченные результаты оказались качественно подоб-
ны случаю η = η(t): наблюдается уменьшение ам-
( )1 2arctg M mθ =
2π − θ ( )1 2m M@
xk⊥ ≥k
,i jxk ⊥k
( )3 56 ( , , ) .t x t t th h h h h t x h⊥∂ ∂ + ∂ − ε∂ − λ∂ + η ρ = Δ
плитуды пучка БМЗ волн при его распространении
с последующим разрушением волны (ср. с рис. 3).
4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Итак, в данной работе на основе модели 3D
уравнения БК для магнитного поля  в
предположении однородности внешнего магнит-
ного поля B, с учетом высшей дисперсионной по-
правки, определяемой параметрами плазмы и уг-
лом  аналитически и численно исследо-
вана задача устойчивости и динамики 3D
солитоноподобных структур типа пучка БМЗ волн,
формирующихся на низкочастотной ветви колеба-
ний в плазме для случаев, когда  и
 Полученные результаты показывают, что, в
отличие от модели уравнения КП, при распро-
странении пучка БМЗ волн под углами к внешнему
магнитному полю вблизи конуса 
явление самофокусировки наблюдаться не может,
даже если дисперсия для малых k положительна.
Показано, что, наряду с рассеянием магнитного
звука, может иметь место нелинейное стационар-
ное распространение пучка, и доказана аналити-
чески и численно возможность формирования в
результате эволюции устойчивых 3D уединенных
пучков БМЗ волн. Продемонстрировано, что в
присутствии в среде стохастических флуктуаций
волнового поля приводит к уменьшению ампли-
туды пучка БМЗ волн при распространении с по-
следующим его разрушением.
~ ,h B B=
( , ),θ = B k
24 1nT Bβ ≡ π !
1.β >
( )1 2arctg M mθ =
Рис. 6. Изменение поперечного сечения пучка при
его распространении вдоль оси x в плазме с η = η(t, x, ρ)
при стандартном отклонении σ = 0.04 для тех же зна-
чений λ и ε, что на рис. 3.
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В нашей работе не учитывались в явном виде
возможные эффекты неоднородности внешнего
магнитного поля, которые могут иметь место в
ионосфере и магнитосфере Земли. Так, напри-
мер, неоднородность поля может приводить к
ускорению солитонов [Popel, et al., 1995] и другим
явлениям, связанным с нарушением баланса
между нелинейными и дисперсионными эффек-
тами, например, к деформациям и разрушению
солитонов, как это имеет место при распростра-
нении нелинейных волновых структур в средах с
переменной дисперсией (см., например, [Belash-
ov, 2005], [Белашова, 2006]) Последнее может
быть обусловлено в плазме как неоднородностью
ее состава в пространстве, что приведет к появле-
нию пространственных зависимостей величин
m/M,  а следовательно и 
так и неоднородностью поля B , а следовательно и
 В этом случае и дисперсионные
коэффициенты  в уравнении БК станут
функциями пространственных координат. В на-
шей модели эффект неоднородности магнитного
поля, таким образом, может быть учтен, если мы
предположим, что  а следовательно и
 и  есть функции r в уравнениях (10), (11),
однако такое обощение уравнения БК выходит за
рамки исследования, представленного в настоя-
щей работе.
Отметим в заключение, что полученные ре-
зультаты имеют самое непосредственное прило-
жение к нелинейной волновой динамике в ионо-
сферной и магнитосферной плазме, поскольку,
на наш взгляд, будут способствовать лучшему по-
ниманию физики нелинейных волновых процес-
сов и могут оказаться полезными при интерпре-
тации результатов лабораторных и космических
экспериментов по возбуждению, эволюции и ди-
намике взаимодействия солитонов БМЗ волн, а
также эффектов самовоздействия, таких как волно-
вой коллапс и самофокусировка волновых пучков.
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